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Аннотация 

Учебное пособие по математике предназначено для студентов 1 курса 

специальностей 34.02.01 Сестринское дело, 31.02.02 Акушерское дело и на-

писано в соответствии с программой изучения математики в учреждениях 

среднего профессионального образования. Соответствует ФГОС СПО 3+. 

Содержит теоретические сведения, типовые примеры и задачи с их решени-

ем. В данном пособии изложен материал, изучающийся в первом семестре. 
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§ 1. Действительные числа 

1.1. Общие сведения 

Числа 1, 2, 3, ..., применяемые для счета предметов, называют нату-

ральными. 

N= {1, 2, 3, 4…} - множество натуральных чисел. 

Число 0 (ноль) не является натуральным.  

Целыми числами называют все натуральные числа, ноль и числа, про-

тивоположные натуральным.  

Z= {…, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,} - множество целых чисел. 

Рациональными называются числа, которые могут быть представлены в 

виде дроби 
n

m
, где числитель - целое число, а знаменатель  - натуральное. 

Множество рациональных чисел обозначается Q. 

Примеры рациональных чисел: 

1

5
5 ; 

10

13
3,1 ; 

13

22
; 

3

2
. 

Т.к. все обыкновенные дроби представляются конечными или периоди-

ческими десятичными дробями, то верно утверждение: 

множество рациональных чисел Q состоит из конечных и периодиче-

ских десятичных дробей. 

Иррациональным называется число, которое нельзя представить в виде 

рациональной дроби 
n

m
. 

Иррациональное число может быть представлено в виде бесконечной 

непериодической дроби. 

Примеры иррациональных чисел: 

2,23606...5 ; ...1415926535,3 ; ...71828,2e ; 
3

2
. 

Множество действительных чисел R состоит из рациональных и ирра-

циональных чисел. 

http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_12_2.php
http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_12_2.php
http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_18_14.php
http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_2_7.php
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1.2. Стандартный вид числа 

Очень большие и очень малые числа принято записывать в стандарт-

ном виде: a∙10
n
, где 1≤а<10 и n (натуральное или целое) – есть порядок числа. 

Примеры записи чисел в стандартном виде: 

4103654,333654 ; 61028,11280000 ; 41044,1000144,0 ; 5106,5000056,0 . 

Типовая задача: 

1025,3101025,31000325,0 434 ; 2353 104,810104,810846000  

1.3. Периодические десятичные дроби 

Бесконечная десятичная дробь, у которой одна или несколько цифр не-

изменно повторяются в одной и той же последовательности, называется пе-

риодической десятичной дробью. В записи десятичных периодических дро-

бей период принято писать один раз и заключать в круглые скобки. 

Примеры записи периодических дробей: 

)3(,0...33333,0
3

1
; )18(,0...181818,0

11

2
; 1,461616161…=1,4(61) 

Обыкновенные дроби переводятся в десятичные периодические деле-

нием числителя на знаменатель (в столбик). 

Правило перевода периодических дробей в обыкновенные дроби: 

чтобы обратить периодическую дробь в обыкновенную, надо из числа, стоя-

щего до второго периода, вычесть число, стоящее до первого периода и запи-

сать эту разность числителем, а в знаменателе написать цифру 9 столько раз, 

сколько цифр в периоде, и после девяток дописать столько нулей, сколько 

цифр между запятой и первым периодом. 

Примеры перевода периодических дробей в обыкновенные: 

3,173737…=3,1(73)=
990

3142

990

313173
 

(В периоде 2 цифры, следовательно, «9» две, между запятой и периодом одна цифра, следовательно, 

«0» один.) 

0,25444…=0,25(4)= 
900

229

900

25254
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1,787878…=1,(78)= 
99

176

99

1178

 

 

§ 2. Приближенные вычисления 

2.1. Общие сведения  

Десятичными знаками называются цифры, стоящие после запятой. 

Значащими цифрами называются все цифры числа кроме нулей, стоя-

щих впереди числа.  

Примеры: 

В числе 0,00246 три значащие цифры и пять десятичных знаков; в чис-

ле 0,05021 четыре значащие цифры и пять десятичных знаков; в числе 3600 

— четыре значащие цифры; в числе 4,5∙10
5
 — две значащие цифры. 

Основными характеристиками приближенных чисел является абсо-

лютная и относительная погрешности. 

Абсолютной погрешностью a приближенного значения называется  

модуль разности между точным значением величины x и ее приближенным 

значением a: 

 

Если x – точное значение, а a – ее приближенное значение с погрешно-

стью , то это записывают так:  

x = a  ,   

откуда следует:     a -   x  a +   

Относительной погрешностью  приближения a величины x называет-

ся отношение абсолютной погрешности a к модулю приближенного значе-

ния a, т.е. 

 

 

axa

a

a
a
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Пример: 

если x=25,4 0,02, то 02,0x
,  а %08,00008,0787...000,0

4,25

02,0
x

 

Погрешности всегда округляются с избытком! В погрешностях оставляют одну 

или две значащие цифры. 

Цифра называется верной, если граница абсолютной погрешности дан-

ного приближенного значения числа не превосходит единицы того разряда, в 

котором записана эта цифра. В противном случае цифра называется сомни-

тельной. 

2.2. Правила записи приближенных чисел 

• В записи приближенного числа сохраняют только верные цифры, сомни-

тельные цифры округляют.  

• Если в десятичной дроби последние верные цифры оказались нулями, то 

их надо сохранить в записи.  

• Если целое число содержит в конце нули, оказавшиеся сомнительными 

цифрами, то они должны быть заменены на сомножитель 10
n
, где n – чис-

ло нулей, которые надо заменить.  

2.3. Алгоритм сложения и вычитания приближенных чисел 

1. Выделить число с наименьшим количеством десятичных знаков. 

2. Округлить остальные числа, оставив в них на один десятичный знак 

больше. 

3. Выполнить действия. 

4. Округлить результат, оставив в нем столько же десятичных знаков, 

сколько их в выделенном числе. 

2.4. Алгоритм умножения и деления приближенных чисел 

1. Выделить число с наименьшим количеством значащих цифр. 

2. Округлить остальные числа, оставив в них на одну значащую цифру 

больше. 

3. Выполнить действия. 

4. Округлить результат, оставив в нем столько же значащих цифр, сколь-

ко их в выделенном числе. 
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Типовые упражнения. 

Выполните действия с приближенными числами:  

1. 7,7870,788,4145,2345,138,4145,234521,13 ; 

2. 5,85,8055,41,295,41,290335,4243,031,55,42434,03071,5  

3. 1313,39
63

844

3,6

4,84

3,6

357,84
 

 

§ 3. Комплексные числа 

Комплексное число — это выражение вида a + bi, где a, b — действи-

тельные числа, а i — так называемая мнимая единица - число, квадрат кото-

рого равен –1, то есть i
2
 = –1. Число a называется действительной частью, а 

число b — мнимой частью комплексного числа z = a + bi. Если b = 0, то вме-

сто a + 0i пишут просто a. Видно, что действительные числа — это частный 

случай комплексных чисел. 

Т.к. i
2
 = –1 , то i1   

Рассмотрим степени числа i: 

ii1  iiiii 145  

12i  1256 iiiiii  

iiiii 123  1)1(234 iiiiii  

1)1(234 iiiiii  1)1(234 iiiiii  

 

Далее степени чередуются. Это позволяет легко вычислять любые сте-

пени числа i, учитывая, что степени, показатели которых кратны 4, равны 1. 

Пример. 

iiiiiii 3337637679 1  
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Арифметические действия над комплексными числами те же, что и над 

действительными: их можно складывать, вычитать, умножать и делить и воз-

водить в степень. Сложение и вычитание происходят по правилу 

(a + bi) ± (c + di) = (a ± c) + (b ± d)i,  

а умножение — по правилу  

(a + bi) ∙ (c + di) = (ac – bd) + (ad + bc)i (здесь используется, что i
2
 = –1).  

На практике эти формулы запоминать не следует, т.к. действия с комплексными 

числами аналогичны действиям с многочленами, с учетом i
2
 = –1. 

Пример: 

iz 541 ; iz 322  

iiiiiiizz 22)35()24(3254)32()54(21  

iiiiiiizz 86)35()24(3254)32()54(21  

iiiiiiizz 223)1(5228510128)32()54( 2

21
 

Числа a – bi и a + bi называется сопряженными.  

222222222 )1()())(( babaibabiabiabia .  

Полезно запомнить: 22))(( babiabia .  

Последнее равенство позволяет понять, как делить одно комплексное 

число на другое (ненулевое) комплексное число: 

. 

Например, iz 541 ; iz 322 . 

i
iiii

ii

ii

i

i

z

z

13

2

13

23

13

223

94

1512108

3232

3254

32

54 2

2

1
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Типовые упражнения. 

1. Решить уравнение: 092x  

Решение: 92x   9x   13x   ix 3 . Уравнение имеет 

два комплексных сопряженных корня. 

2. Решить уравнение: 02622 xx . 

Решение: 100104426422D ; 

i
ii

x 51
2

)51(2

2

102

2

1102

2

1002
2,1 .  

3. Вычислить:  iiiiiii 30162530925309)5(5323)53( 2222  

4. Вычислить: 
ii

i

2

1

2
.  

Решение: приводим дроби к общему знаменателю 

i
iiiiii

ii

iii

ii

i

5

3

5

3

5

33

5

212

12

22

)2)(2(

)2()2(

2

1

2 22

2

 

 

§ 4. Степени и корни 

4.1. Общие сведения  

Корнем n-ой степени из числа a называется такое число, n-ая степень 

которого равна a. 

 

• если n –четное число, то а≥0; 

• если n –нечетное число, то а - любое.  

Примеры. 

3273 , т.к. 3
3
=27;  

2164 , т.к. 2
4
=16; 

2325 , т.к. (-2)
5
=-32;  

aa nn )(
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4 81  - не существует. 

4.2. Свойства корня n-ой степени  

 Применение свойства 

Свойство слева направо справа налево 

nnn baba  63281168116 444

 6216544544 3333

 

n

n

n

b

a

b

a
 2

3

16

81

16

81
4

4

4
 2

1

16

1

48

3

48

3
44

4

4

 

nmn m aa
 

6323 151515
 

336 399
 

aa
n

n

 
1212

7
7

 

3
3 55

 
n mp

p
n m aa  

5 85 24
2

5 4 555  
 

m nmp np aa  
44 344 3416 12 125555  

6 423 2223 223 2 7777  

 

Типовые упражнения. 

1. 256464264264)2()2(22 23 6636
6

3  

2. 6238278274227454 33333   

3.  
3

5

27

125

27

125

27

17
4

3

3

33      

4. 62316818322724542454 44444     

5. 44644164164161616 3 333336 2363      

6. 6361371)37(371137 22   

7. 2264468)268)(268(268268 6 666666  

8. 555555 6 63 423 4  
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4.3. Степень с рациональным показателем 

Степенью числа a>0 с рациональным показателем 
n

m
, где m - целое 

число, а n - натуральное (n>1), называется число n ma , т.е. 

n mn

m

aa , a>0. 

Примеры. 

aa 2

1

  
3 23

2

aa   
32

3

aa  

4 54

5

aa   
aa

aa
1112

1

 

33

1

22   
55 35

3

2733   33 2

3

2

25

1

5

1
5  

Свойства степеней 

1. 
mnmn aaa  

2. 
mn

m

n

a
a

a
 

3. 
mnmn aa  

4. 
nnn

baba  

5. n

nn

b

a

b

a
 

6.  10a  

7. n

n

a
a

1
 

Типовые упражнения. 

1. 
16222

2

1

64

1 4
)

3

2
(6

3

2
6

3

2

6

3

2

 

2. 242446424464244424
4

4

4

1 253)5(33

5

33

 

3. 322212)2(221221 5,115,15,125,05,05,125,0
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4.  
3

4
2323

32

23

)32(

23

63

23 214643

44

63

4

652

45

62

 

5. Представьте в виде степени с рациональным показателем: 

а) 2

1
1

2

12

1

3

1

2

3

3

1

2

1
1

3

1

2

1

3

1

3 )()()(
xx

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

; 

б) 3

1

3

1

3

2

3

1

3

2

33

2

xxxxxx . 

4.4. Иррациональные уравнения 

Иррациональными называются уравнения, в которых переменная со-

держится под знаком корня. 

Типовые упражнения. 

1. 752x  

Возводим обе части уравнения в квадрат: 2
2

752x ; 

4952x ; 542x ; 27x . 

2. 11xx   11 xx  

Находим область допустимых значений (ОДЗ): 

01

01

x

x
; 

1

1

x

x
  1x  

Возводим обе части уравнения в квадрат: 2
2

)1(1 xx ; 

121 2 xxx ; 01122 xxx ; 032 xx ; 0)3(xx ; ОДЗx 01 ; 

ОДЗx 32 . Ответ: x=3. 

3. 06xx   06
2

xx  

Делаем замену tx . 062 tt ; 25241D ; 2
2

51
1t ; 

3
2

51
2t  

Делаем обратную замену 
3

2

x

решенийнетx
  x=9 
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4.5. Показательные уравнения 

Показательными называются уравнения, в которых переменная содер-

жится в показателе степени. 

Типовые упражнения. 

1. 27
3

1
33 x

 

Представим обе части уравнения в виде степени с основанием 3: 

3331 33
x

  333 33 x   333 x  

63x ; x=2. 

2. 12122 2233 xxxx

  )12(2)13(3 12112212 xxxxxx

  )12(2)13(3 112 xx

 

 3243 112 xx

  3223 1212 xx

  2

1
12

2

32
3

x
x

  2

112

2

2

3

3 xx

 
 

122 23 xx

 

 
1)1(2 23 xx

 
 

11 29 xx

 
 1

2

9
1

1

x

x

 
 1

2

9
1x

 
 

01

2

9

2

9
x

 

 01x
 

 1x  

3. 0322124 xx  

Делаем замену tx2 . 032122 tt ; 16128144D ; 4
2

412
1t ; 

8
2

412
2t

.
Делаем обратную замену 

82

42

x

x

  
3

2

x

x
 

 

§ 5. Логарифмы 

5.1. Общие сведения  

Логарифмом числа b по основанию a, где 1,0 aa , называется пока-

затель степени, в которую надо возвести число a, чтобы получить число b. 

baxb x

alog  

Выражение balog  имеет смысл только для 1,0 aa , b>0! 
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В равенстве ba x  заменим x = balog , получим ba
balog .  

ba
balog

 - основное логарифмическое тождество. 

Например, 73
7log3  

Примеры:  

;255 .. ,225log 2

5 кт  ;
9

1
3  . . ,2

9

1
log 2

3 кт   12 .. ,01log 0

2 кm ; 

 .22 .. ,
2

1
2log 2

1

2 кm  

5.2. Свойства логарифмов 

Свойство Примеры применения 

1) 01log a  01log3  

2)  1log aa   17log 7  

3)   ,logloglog сbcb aaa  

 (логарифм произведения) 

5log25log9log59log 3333  

16log3log2log 666  

4) cb
c

b
aaa logloglog ,  

(логарифм частного) 

5log15log3log
5

3
log 3333

 

29log
2

18
log2log18log 3333

 

5) bnb a

n

a loglog  

(логарифм степени) 

3135log35log 5

3

5
 

264log4log4log3 8

3

88
 

6) 
a

b
b

c

c
a

log

log
log  

(формула перехода от одного осно-

вания логарифма к другому) 

4log

1

4log

3log
3log

33

3
4  

7) 
a

b
b

a
log

1
log  

(частный случай формулы 6) 

2

1

25log

1
5log

5

25
 

8) b
n

m
b a

m

an loglog  

(универсальное свойство) 

2

3
5log

2

3
5log5log 5

3

5

3

25 2
 

8)  log
1

log b
n

b aan  

(частный случай формулы 8) 
3

4
2log

3

4
2log 2

24

3  

9) 
ab cс ba

loglog
  125558 38log5log 22  

10) ba
balog

 72
7log 2

 
Во всех формулах основания логарифмов больше 0 и не равны 1, переменные под знаком 

логарифма положительные! 



17 

5.3. Десятичные и натуральные логарифмы 

Логарифм с основанием 10 называется десятичным. Десятичный лога-

рифм обозначается символом lg , т.е. bb 10loglg . 

Логарифм с основанием e=2,718281828… называется натуральным. 

Натуральный логарифм обозначается символом ln , т.е. bb elogln . 

Примеры: 

31000lg ; 201,0lg  

2ln 2e ; 1,60945ln  

Типовые упражнения. 

1. 6

1
555 6

1
log

6log6log 51
55

 

2. 623333
2log12log1 33

 

3. 36333
36log6log6log2 3

2
33

 

4. 
3

5
1

3

5
2log6log

3

5
2log6log32log6log 62

3

5

62

3

62  

5. 7log
1

2
3log

2

3
7log3log49log27log 73

2

7

2

3

3

7

13 1

2

1
2

2

3
 

6. 
2

1
3log7loglog343loglog 9

3

7979  

7. 
2

141414141414 2log147log3log2log2147log3log  

2
196

1
log

449

1
log

4147

3
log 141414  

8. 9333333 2)100lg()425lg(4lg25lg4lg25lg
 

9. 12555555
64log)2:128(log2log128log2log128log 444444
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10. 4

3

1

3

4

1

15log

15log

3
1

4
1

15log

15log

15log

15log

7

7

3

1

7

4

1

7

3

7

4

7

 

11. 3

1
7log

2
3

2
1

7log7log 7
2

1

7
77

2

3  

12. 973
9log9log7log 7

7
3

 

13. 1
4log2

4log2

4log9log

4log2

)49(log

4log2

36log

4log2

3

3

33

3

3

3

3

3

 

14. 16log7log 76  

15. 32log3log2
2

3
2log3log4log27log 32

2

3
2

3

232  

5.4. Логарифмические уравнения 

Логарифмическими называются уравнения, в которых переменная со-

держится под знаком логарифма. 

Типовые упражнения. 

1. 162log 2

2 xx   12 262xx   0822 xx  

36324D ; 4
2

62
1x ; 2

2

62
1x  

2. 12log53log 33 xx  

Находим ОДЗ:  

012

053

x

x
  

12

53

x

x
 

2

1

3

5

x

x

  
2

1
x  

Получим 1253 xx   x=-6  ОДЗ. Ответ: . 

3. 03log2log 2

2

2 xx  

Введем замену tx2log . Получим: 0322 tt . 
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16124D ; 3
2

42
1t ; 1

2

42
1t  

1log

3log

2

2

x

x
  

1

3

2

2

x

x
 

2

8
1

x

x
 

 

§ 6. Тригонометрия 

6.1. Радианная мера углов 

Радианом называется центральный угол, опирающийся на дугу, длина 

которой равна радиусу окружности. 

 

радAOB 1  

 

Рис. 1. 

Так как, полный угол равен 360° , то в градусном измерении один ра-

диан составит: 

1 рад = ''45'17573,57
180

2

360 oo
oo

  
o

рад
180

 

Обратно, 

01745,0
180360

2
1o  рад.   

180

o  

Полезно помнить следующую сравнительную таблицу значений наиболее часто 

встречающихся углов в градусах и радианах: 

 

 

A 

B O 

R l=R 

R 
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6.2. Определение тригонометрических функций 

Введем на плоскости прямоугольную систему координат и рассмотрим 

окружность радиуса 1 с центром в начале координат. Такой чертеж принято 

называть тригонометрическим кругом или единичной окружностью.  

Все углы на единичной окружности принято откладывать от точки с 

координатами M0(1; 0), которая называется началом отсчета. Положитель-

ные углы откладывают против часовой стрелки, а отрицательные – по часо-

вой стрелке. 

 

Рис. 2. 

Из прямоугольного треугольника ОМА находим 

x
x

OM

OA

1
cos , y

y

OM

AM

1
sin . Таким образом: 

косинусом угла называется абсцисса точки единичной окружности, со-

ответствующей данному углу; 

синусом угла называется ордината точки единичной окружности, соот-

ветствующей данному углу.  

Тангенсом угла называется отношение синуса угла к косинусу: 

cos

sin
tg . Аналогично, 

sin

cos
ctg . 
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На следующем рисунке изображен тригонометрический круг с отло-

женными положительными углами в градусной и радианной мере. Координа-

ты соответствующих углам точек являются косинусами и синусами углов.  

Например, углу 120
0
=2 /3 радиан соответствует точка с координатами 

2

3
;

2

1
, следовательно, 

2

3
120sin,

2

1
120cos oo . 

 

Рис. 3. 

Оси координат делят тригонометрический круг на четыре четверти. Их 

нумерация ведется от точки отсчета против часовой стрелки: 

 

 

 

 

 

Рис. 4. 

x 

I II 

III IV 

y 
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По единичной окружности легко увидеть, в каких четвертях синусы и 

косинусы положительны, а в каких отрицательны. Запомнить это позволит 

следующий рисунок: 

 

Рис. 5. 

Знак тангенса и котангенса определили из соотношений: 
x

x
tgx

cos

sin
, 

x

x
ctgx

sin

cos
. 

6.3. Четность и нечетность тригонометрических функций 

Изобразим на единичной окружности два противоположных угла  и 

-  и найдем их косинусы и синусы: 



23 

 

Рис. 6. 

Из равенства треугольников AOC и BOC следует, что BCAC .Тогда 

абсциссы точек A и B равны, а ординаты противоположны, т.е. cos)cos( , 

а sin)sin( . Таким образом, косинус – четная функция, а синус - нечет-

ная. 

Примеры: 

2

2
45sin)45sin( oo   

2

1
60cos)60cos( oo  

2

3

3

2
sin)

3

2
sin(   

2

1

3

5
cos)

3

5
cos(

 

Используя определения тангенса и котангенса легко установить, что 

обе эти функции нечетны: 

)()( tgtg    )()( ctgctg  

6.4. Основное тригонометрическое тождество 

Обратимся вновь к единичной окружности. 

 
Рис. 7. 
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В прямоугольном треугольнике OMA катеты AM=cos  , OA=sin . По 

теореме Пифагора получим: 

222 OMOAAM .  

Учитывая, что гипотенуза равна радиусу окружности, т.е. 1, получим: 

1cossin 22  - основное тригонометрическое тождество. 

Из него получаются следствия (попробуйте их вывести, доказать само-

стоятельно): 

2

2

cos

1
1 tg   

22 sin

11
1

tg
  

2

2

sin

1
1 ctg   

Типовые упражнения. 

1. 235)sin(35sin3cos35 2222 сos  

2.  tgcos tg
sin

sincos
 tg

sin

)cos1(cos
 tg

sin

coscos
2

2

2

2

2

3

 

sin
cos

sin
cos  

3. 
1

cos

sin 

os c
cos

cos

1

cos

sin 

1

cos

 ctgcos

cos

1

cos

sin 

cos
 ctgcos

cos

1
 tg

 

sin 

1sin 

1sin 
cos

1

sin 

1
1

cos

1

cos

sin 

1

cos

sin 

1
1cos

cos

1

cos

sin 

 

tg
cos

sin 

sin 

1
cos

1

sin 

1sin 

1sin 
cos

1
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6.5. Формулы приведения 

Формулы приведения - это соотношения, которые позволяют перейти 

от тригонометрических функций синус, косинус, тангенс и котангенс с угла-

ми 
2

, , 
2

3
, 2  к этим же функциям угла α, который находит-

ся в первой четверти единичной окружности. 

Правило: 

1) если под знаком преобразуемой тригонометрической функции со-

держится сумма аргументов вида 2, , то наименование тригономет-

рической функции следует сохранить; 

2) если содержится сумма аргументов вида 
2

, 
2

3 , то наименова-

ние тригонометрической функции следует изменить (например, sin на cos, tg 

на ctg); 

3) перед полученной функцией от аргумента t  надо поставить тот 

знак, который имела бы преобразуемая функция при условии, что 
2

0 . 

 

Примеры: 

      I четв.,(+)        II четв.,(-) 

cos
2

sin    sin
2

cos  

Аналогично, 

sin
2

3
coscos

2

3
sin  

coscossinsin  

tgctgctgtg
22

 

tgctgtgtg  

и т.д. 

 

 

https://matemonline.com/dh/%D1%82%D1%80%D0%B8%D0%B3%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%8F/
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Типовые упражнения. 

1. Упростить  выражение: 

а) )
2

3
()()

2

3
sin()cos( ctgctg  

)
2

3
()()

2

3
sin()cos( ctgctg  

)()()cos()cos()()())cos(()cos( tgctgtgctg  

222 sin))(cos1(1)(cos  

б) )
2

3
()()

2
cos()3sin()cos()

2

3
sin( tgtg  

))(()()sin()sin())cos(()cos( ctgtg  

21)(sin)(cos)()()sin()sin()cos()cos( 22ctgtg  

2. Вычислить: 

 420315330cos240sin)420()315()330cos(240sin ctgtgctgtg  

)60360()45360()30360cos()60180sin(  ctgtg  

4

3

3

3
1

2

3

2

3
60)45(30cos60sin  ctgtg  

6.6. Тригонометрические функции суммы и разности 

Примем без доказательства формулы: 

sincoscossin)sin(  

sincoscossin)sin(  

sinsincoscos)cos(  

sinsincoscos)cos(  

Применим эти формулы для вывода формулы тангенса суммы: 

coscos

sinsin

coscos

coscos

coscos

sincos

coscos

cossin

sinsincoscos

sincoscossin

)cos(

)sin(
)(tg  
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tgtg

tgtg

1

coscos

sinsin

cos

cos

cos

sin

cos

sin

 

Таким образом, 

tgtg

tgtg
tg

1
)(  

Аналогично получается формула тангенса разности: 

tgtg

tgtg
tg

1
)(  

Примеры: 

1. 
2

2

2

3

2

2

2

1
45sin30cos45cos30sin)4530sin(75sin   

4

62

4

6

4

2
 

2. 
2

1

2

2

2

3

2

2
30sin45sin30cos45cos)3045cos(15cos   

4

26

4

2

4

6
 

3. 
2

1
30sin)4070sin(40sin70cos40cos70sin   

Типовые упражнения. 

1. Найти )cos( , если 
5

4
cos , 

5

3
cos , 

2
0 , 

2

3
. 

5

3

25

9

25

16
1

5

4
1cos1sin

2

2  

5

4

25

16

25

9
1

5

3
1cos1sin

2

2  

25

24

25

12

25

12
)

5

4
(

5

3

5

3

5

4
sinsincoscos)cos(  
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2. 

2

2
cos

2

2
sin

2

2
cos

2

2
sin

4
sincos

4
cossin

4
sincos

4
cossin

)
4

sin(

)
4

sin(

xx

xx

xx

xx

x

x

 

1

1

cos

cos

cos

sin
cos

cos

cos

sin

cossin

cossin

2

2
cossin

2

2
cossin

tgx

tgx

x

x

x

x
x

x

x

x

xx

xx

xx

xx

 

6.7. Тригонометрические функции двойного аргумента 

Положим в формуле sincoscossin)sin( . полу-

чим: 

cossin2sincoscossin)sin(2sin  

cossin22sin  

Синус двойного угла равен удвоенному произведению синуса данного 

угла на его косинус. 

Аналогично, 

22 sincos2cos  

Косинус двойного угла равен квадрату косинуса данного угла минус 

квадрат синуса того же угла. 

21

2
2

tg

tg
tg  

Примеры: 

1. 3
2

3
230cos2)152cos(2)15sin15(cos215sin215cos2 2222   

2. 
0202

2

02

2

02

22

02

0

10sin

10cos10sin2

10sin

10cos

10sin

10sin

10sin

10cos10sin210cos10sin

10sin

20sin1 

 

20002 )101(102101 ctgctgctg  
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Типовые упражнения. 

1. Дано: 
2

2
sin , 2

2

3
. Найти 2sin , 2cos . 

Решение: 

2

2

2

1

2

1

2

1
1

2

2
1sin1cos

2

2  

1
2

2

2

2
2cossin22sin  

0
2

1

2

1

2

2

2

2
sincos2cos

22

22

 

2. Упростите выражение 
x

xx

x

xx

2cos

2cos2sin

2

1

2cos

cossin
 

Решение: 

x

xx

x

xxx

x

xx

x

xx

2sin

2cos2sin

2cos2

2coscossin2

2sin

2cos2sin

2

1

2cos

cossin

 

x

xx

xx

xx

x

xx

x

xx

4sin

)2sin2(cos

2cos2sin2

2cos2sin

2sin

2cos2sin

2cos2

2cos2sin 2222

 

xctg
x

x
4

4sin

4cos
 

3. Вычислите: 
3

cos
6

cos
12

cos
24

cos
24

sin  

Решение: 
3

cos
6

cos
12

cos)
24

cos
24

sin2(
2

1

3
cos

6
cos

12
cos

24
cos

24
sin  

3
cos

6
cos

6
sin

4

1

3
cos

6
cos)

12
cos

12
sin2(

4

1

3
cos

6
cos

12
cos

12
sin

2

1
 

3
cos

3
sin2

16

1

3
cos

3
sin

8

1

3
cos)

6
cos

6
sin2(

8

1

3
cos

6
cos

6
sin

4

1
 

32

3

2

3

16

1

3

2
sin

16

1
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6.8. Обратные тригонометрические функции 

Арксинусом числа а называют угол  из отрезка [- π /2; π /2], синус ко-

торого равен а.  

 

Рис. 8. 

Свойства арксинуса: 

)arcsin()arcsin( aa  

))arcsin(sin  

aa)sin(arcsin  

0)arcsin(arcsin aa  

Примеры: 

62

1
arcsin ;  

42

2
arcsin ;  

32

3
arcsin  

62

1
arcsin

2

1
arcsin ; 

32

3
arcsin

2

3
arcsin . 
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Арккосинусом числа а называют угол из промежутка  [0; π], косинус ко-

торого равен а. 

 

Рис. 9. 

Свойства арккосинуса: 

)arccos()arccos( aa  

))arccos(cos  

aa)cos(arccos  

Внимание! Арксинус и арккосинус существуют лишь для чисел, модуль которых не 

превосходит 1, т.е. -1  a  1. 

Примеры: 

32

1
arccos ;  

42

2
arccos ;  

62

3
arccos  

3

2

2

1
arccos ;  

6

5

2

3
arccos . 

Арктангенсом числа а называют угол  из интервала (- π /2; π /2), тан-

генс которого равен а.  
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Рис. 10. 

)()( aarctgaarctg  

Примеры: 

00arctg ;  
63

1
arctg    

4
1arctg  

3
3arctg ;  

63

1
arctg   

4
)1(arctg  

Арккотангенсом числа а называют угол из интервала (0; π), котангенс 

которого равен а.  

 

Рис. 11. 
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)()( aarcctgaarcctg  

Полезно запомнить ещѐ два свойства: 

2
)arccos()arcsin( aa  

2
)()( aarcctgaarctg . 

Типовые упражнения. 

1. Найти )
3

2
cos(arcsin  

Решение: 

1) Пусть 
3

2
arcsin , 

22
, тогда 

3

2
sin . 

2) Находим cos , учитывая, что в IV и I четвертях он положителен: 

3

5

9

5

9

4
1sin1cos 2

 

Ответ: 
3

5
)

3

2
cos(arcsin . 

2. Найти )
5

3
arcsin2cos(  

Решение: 

Пусть 
5

3
arcsin , 

22
, тогда 

25

7

25

9
21

5

3
arcsinsin21sin212cos)

5

3
arcsin2cos( 22

. 

Ответ: 
25

7
)

5

3
arcsin2cos( . 
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3. Найти )
5

1
arccos

5

4
sin(arcsin

.
 

Решение: 

Применим формулу синуса суммы 

)
5

1
sin(arccos)

5

4
cos(arcsin)

5

1
cos(arccos)

5

4
sin(arcsin)

5

1
arccos

5

4
sin(arcsin

 

)
5

1
sin(arccos)

5

4
cos(arcsin

5

1

5

4

 

Учитывая, что 

5

3
)

5

4
cos(arcsin

     5

2
)

5

1
sin(arccos

 

получим: 

5

52

55

510

55

10

5

2

5

3

5

1

5

4
)

5

1
arccos

5

4
sin(arcsin  

6.9. Элементарные тригонометрические уравнения 

Тригонометрическим уравнением называется уравнение, содержащее 

переменную под знаком тригонометрических функций. 

Элементарными (простейшими) тригонометрическими уравнениями 

называются уравнения вида axsin , axcos , axtg , axctg . 

 

Рис. 12. 

a 
M1 M2 

A 
O 
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Рассмотрим решение уравнения axsin  с помощью единичной окруж-

ности. 

1. Проверим условие 1a . Если условие нарушено, то уравнение не 

имеет корней. 

2. Отметим число a на оси ординат. 

3. Построим перпендикуляр в этой точке к оси ординат до пересечения 

его с единичной окружностью. 

4. Отметим точки пересечения M1 и M2 и соответствующие им углы 

aarcsinAOM 1  и aarcsinAOM 2 . 

5. Каждой точке M1 и M2 соответствует бесконечное множество углов, 

отличающихся на полный оборот, т.е. на 2 . Тогда общее решение уравнения 

имеет вид: 

Znnax

Znnax

,2arcsin

,2arcsin
 - раздельная запись решения уравнения 

axsin . 

Аналогично решается уравнение axcos . 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 13. 

Обшее решение уравнения axcos  имеет вид: 

Znnax ,2arccos  

Общее решение уравнения axtg  имеет вид: 

Znnaarctgx ,  

O A 

M1 

M2 

a 
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Рис. 14. 

Общее решение уравнения axctg  имеет вид: 

Znnaarcctgx , ,  

но в уравнении с котангенсом его можно заменять на тангенс и решать 

уравнение a
xtga

xtg

11
  

Типовые упражнения. 

1. 
2

3
sin x  

Решение. 

Записываем раздельное решение: 

Znnx

Znnx

,2
2

3
arcsin

,2
2

3
arcsin

 

Находим арксинус: 

Znnx

Znnx

,2
3

,2
3

 

 

O 

a 
M1 

M2 

A 

O 
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Упрощаем: 

Znnx

Znnx

,2
3

2

,2
3  

2. 
2

2
sin x  

Решение. 

Znnx

Znnx

,2
2

2
arcsin

,2
2

2
arcsin

 

Выносим «-», т.к. aa arcsin)(arcsin : 

Znnx

Znnx

,2
2

2
arcsin

,2
2

2
arcsin

 

Znnx

Znnx

,2
4

,2
4  

Znnx

Znnx

,2
4

5

,2
4  

3. 
2

1
cos x  

Решение. 

Znnx ,2
2

1
arccos  

Находим арккосинус: 
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Znnx ,2
3

 

4. 
2

3
cos x  

Решение. 

Znnx ,2
2

3
arccos  

Находим арккосинус: 

Znnx ,2
6

5
 

5. 
3

3
xtg  

Решение. 

Znnarctgx ,
3

3
 

Znnarctgx ,
3

3
 

Znnx ,
6

 

6. 
2

2

2

3
sin x  

Решение. 

Применяем формулу приведения: 

2

2
cos x  или 

2

2
cos x  

Znnx ,2
2

2
arccos  

Находим арккосинус: 
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Znnx ,2
4

3
 

7. 
2

1

2

3
cos x  

Решение. 

Применяем формулу приведения: 

2

1
sin x  или 

2

1
sin x  

Znnx

Znnx

,2
2

1
arcsin

,2
2

1
arcsin

 

Znnx

Znnx

,2
6

,2
6

 
Znnx

Znnx

,2
6

5

,2
6  

6.10. Частные случаи тригонометрических уравнений 

К частным случаям относятся уравнения вида 0sin x , 1sin x , 

0cosx , 1cos x , 0xtg , 0xctg . 

Формулы для решения частных случаев лучше не запоминать, а решать 

уравнения на единичной окружности. 

Уравнение Решение уравнения 

0sin x  Znnx ,  

1sin x  Znnx ,2
2

 

1sin x  Znnx ,2
2

 

0cosx  Znnx ,
2

 

1cosx  Znnx ,2  

1cos x  Znnx ,2  

0xtg  Znnx ,  

0xctg  Znnx ,
2
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Типовые упражнения. 

Решите уравнения: 

1. 13sin x   Znnx ,2
2

3   Znnx ,
3

2

6
 

2. 0
3

cos
x

  Znn
x

,
23

  Znnx ,3
2

3
 

3. 0)( xtg   0tgx   0tgx   Znnx ,  

4. 1)
3

3sin( x
 

 Znnx ,2
23

3
 

 Znnx ,2
23

3  

 Znnx ,2
6

3
 

 Znnx ,
3

2

18  

5. 1)
2

3
sin( x   1cosx  1cosx   Znnx ,2  

6.11. Тригонометрические уравнения, сводящиеся к квадратным 

Пример. Решить уравнение 01sincos2 2 xx . 

01sin)sin1(2 2 xx   01sinsin22 2 xx   01sinsin2 2 xx   

01sinsin2 2 xx   

Введем замену txsin . Получим: 012 2 tt . 

981D ; 1
4

31
1t ; 

2

1

4

31
1t  

2

1
sin

1sin

x

x

  

Znnx

Znnx

Znnx

,2
6

5

,2
6

,2
2

 

6.12. Однородные уравнения 

Определение. Уравнение вида 0cossin xbxa  называют однородным 

тригонометрическим уравнением первой степени; уравнение вида 

0coscossinsin 22 xcxxbxa  называют однородным тригонометрическим 

уравнением второй степени. 
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Пример. Решить уравнение 0cossin3 xx . 

Решение. 

Разделив обе части уравнения почленно на cos x, получим 

013tgx   
3

1
tgx , тогда  

Znnarctgx ,
3

1 . 

Ответ: Znnx ,
6

. 

Пример. Решить уравнение 0cos2cossin3sin 22 xxxx . 

Решение. 

Разделив обе части уравнения почленно на x2cos , получим 

0232 tgxxtg . 

Пусть tgxt , получим 0232 tt , 

2,1 21 tt .  

2

1

tgx

tgx
  

Znnarctgx

Znnarctgx

,2

,1
  

Znnarctgx

Znnx

,2

,
4  

Ответ: nx
4

, Znnarctgx ,2 .  

 

§ 7. Функции 

7.1. Общие сведения  

Зависимость переменной у от переменной х называется функцией, если 

каждому значению х соответствует единственное значение у.  

При этом используют запись y = f(x)  

х - независимая переменная (аргумент) 
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у - зависимая переменная 

Графиком функции называется множество всех точек, абсциссы кото-

рых равны значениям аргумента, а ординаты — соответствующим значениям 

функции.  

7.2. Свойства функции 

1) Область определения. 

Все значения, которые принимает независимая переменная, образуют 

область определения функции (D (f)). 

2) Область значений функции. 

Все значения, которые принимает зависимая переменная, образуют 

множество значений функции (Е (f)). 

3) Монотонность.  

Функция называется возрастающей на интервале (a; b), если большему 

значению аргумента соответствует большее значение функции: 

x2>x1  f(x2)>f(x1). 

Функция называется убывающей на интервале (a; b), если большему 

значению аргумента соответствует меньшее значение функции: 

x2>x1  f(x2)<f(x1). 

Интервалы, на которых функция только возрастает или только убывает, 

называются интервалами монотонности.  

4) Четность и нечётность.  

Функция f(x) называется четной, если для любого x из области опреде-

ления )()( xfxf . График чѐтной функции симметричен относительно оси 

ординат. 
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Функция f(x) называется нечетной, если для любого x из области опре-

деления )()( xfxf . График нечѐтной функции симметричен относительно 

начала координат. 

Существует множество функций не являющихся ни четными, ни не-

четными. Такие функции называются функциями общего вида. 

5) Периодичность.  

Функция y= f(x) называется периодической, если существует такое чис-

ло Т 0, что для всех х из области определения выполняется равенство: 

)()()( TxfxfTxf . 

Очевидно, что если число Т является периодом функции, то число nT, где n – целое 

число, также является периодом этой функции. 

6) Промежутки знакопостоянства функции. 

Промежутками знакопостоянства функции называются промежутки, 

на которых функция принимает либо только положительные значения 

)0)(( xf , либо только отрицательные )0)(( xf . 

Примеры функций: 

kxy  - прямая пропорциональность; 

bkxy  - линейная функция; 

x

k
y  - обратная пропорциональность; 

nxy  - степенная функция; 

xay  - показательная функция ( 0a ); 

xy alog  - логарифмическая функция ( 0a ; 1a ); 

xy sin ; xy cos ; tgxy ; ctgxy  - тригонометрические функции. 
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Типовые упражнения. 

Исследовать функцию по графику: 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

 

Рис. 15. 

1. Область определения функции ; . 

2. Область значений функции ; . 

3. Функция возрастает на интервале 3; , убывает на интервале 

1;3 , возрастает - 2;1 , убывает - 3;2 , возрастает - ;3 . 

4. График не симметричен относительно оси Oy и не симметричен от-

носительно начала координат. Следовательно, функция общего вида (не яв-

ляется четной, не является нечетной). 

5. Функция не периодическая. 

6. Функция отрицательная на интервале 4; , положительная на ин-

тервале 2;4 , отрицательная - 2;2 , отрицательная - 4;2 , положитель-

ная - ;4 . 


